
8. arc sin xdx Ж : xarcsinx-f- -yj 1 — x 2 -+ С .

9. In3*— r d x .
X

Ж : С — ^  ( ln 3x +  31n2x-)-61njc +  6 ) .

10. x 2s'mxdx. Ж : С —x3c osx+ 3x2sinx +  6xc osx — 6si nx.

11. sin lnxdx Ж : - | ( s in  ln x — cos lnx) +  C.

12. лj A - \ - x 2d x . Ж : f  V 4 +  * 2 + 21n U +  д / 4 + ^ l  + C .

2- мустак,ил uui 

Аникмас интегралларни топинг:

1. x д/х — 1 dx.
Ж : ! < * -

2. dx

V* + Ж : 2 д/х

3. х 2д/ 4  — x 2dx. Ж : ^ / 2 
T < *

4. dx

( * + 1) V ^  +  2a:+10 Ж : C - 1

5. ln (x 2 +  1 )dx. Ж: x ln(.

6. JCCOSX J— d x . Ж : C ~ 1sin *

7.
X

e 2 • x 2dx. Ж : С — 2

8. cos In xdx. Ж : * / 
T < cc

Ж : 2 д/х — 4 д/х -)-4 ln| 1 -f- { / х | + С .

Ж : - f ( x 2- 2 ) д / 4 — jc2 -J-2arc s i n ^ + C .

JC+1 Л р =  
V  ( * + ‘)2

+ 1

3- §. Каср-рационал функцияни энг содда касрларга ёйиш. 
Рационал функцияларни интеграллаш

6.3.1. Иккита купхаднинг нисбатига тенг

QmWR (x )  =

функция каср-рационал функция  ёки рационал каср  дейилади, бун­
да m ва п Q m (х ) ва Р п (х ) купвддларнинг д ар аж а  курсаткичлари 
булиб, улар натурал сонлардир. т < п  да R ( x каср-рационал 
функция турри каср,  п г ^ п  да эса натурри каср  дейилади.

Куйидаги тугри касрлар энг  содда касрлар  дейилади:
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x  — a
уЦ

II  .  . ,  бунда k ^ 2  — бутун сон.
(х  — а )

III. '4х+ в— t бунда D — p 2— A q < 0 .
х  + p x  +  q

IV. — -AxJrB— , бунда s ^ 2  — бутун сон, £) =  р 2 —  4<7 <  0.
(.x2 +  p x  +  q ) s

Юкоридаги касрларда А, В, р, q, а  — хакикий сонлар.
6.3.2. Хар кандай хакикий коэффициентли л-дараж али  Р п{х) 

купхад хакикий сонлар тупламида ушбу куринишда тасвирла- 
ниши мумкин:

Р п (х) = а 0( х — а ,)* 1- ... • (х — а  р) к’’(х2+ р , х  + q , ) Sl ■ ... •

• (x2+ p p c + q l) s‘ ,

бунда a i ,  аг ,..., а р Р п(х) купхаднинг мос равишда k\ ,..., kp каррали 
хакикий илдизлари, хамма квадрат учхадлар учун дискриминант 
Di<z. О ( / = 1, / ) ;  k[ ...-j- kp-\- 2s i -f-... -(- 2 s i = n \  k\ , . . . ,kp, si,..., si 
натурал сонлар; a 0— Pn(x)  купхадда xn сшдидаги коэффициент. 

Qm(x)
Агар R ( x )  =  тугри рационал касрнинг махражи Р п (х)

“п(Х>
юкорида курсатилгандек ифодаланган булса, у холда бундай 
касрни I —  IV куринишдаги энг содда рационал касрлар й и р и н д и с и - 
га ёйиш мумкин. Бу ёйилмада Р п (х) купхаднинг хар бир k каррали 
а  илдизига, яъни ( х - a ) *  куринишдаги купайтувчига, ушбу k та 
касрлар й и р и н д и с и  мос келади:

^1 . ^2 . , Ак
* —“  (х — а ) 2 ( х - а ) к '

Р п (х) купхаднинг 5 каррали комплекс кушма илдизининг хар 
бир жуфтига, яъни (х2 +  рх-\-  q ) s куринишдаги купайтувчига ушбу 
s та касрдан иборат й и р и н д и  м о с  келади:

M {x  +  N\  i M 2x  +  N 2 ^  . M sx + N s

x 2 +  px  +  q {x2 +  p x  +  q ) 2 (*? +  p x  +  q ) s

Ейилмадаги Л,-, Nit М , коэффициентларни топишда хусусий 
кийматлар усули ёки номаълум коэффициентлар усулидан фойда- 
ланилади. Б аъ зан  бу икки усул биргаликда кулланилади.

г./ л ^R (х) =  рационал каср нотугри каср  булган холда бутун
г п(Х)

кисмини ажратиб, с^нгра тугри каср кисми юкоридаги каби энг 
содда касрларга ёйилади.
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R ( x ) ( х - З )  (* +  4) ( * - 1 )

рационал касрни энг содда касрларнинг йигиндисига ёйинг.
Е ч и ш .  Берилган R ( x )  рационал каср тугри каср. Махражининг 

Хамма илдизлари (3, —4, 1) бир каррали (оддий) ва хакикий, 
шунинг учун

п /  . I — 4х — 81 А  , В  , СR ( x )
( х - З )  (* +  4) ( х - 1 )  ( х - З )  1 (х +  4) 1 (д:— 1) ’

бунда А,  В, С  — аникланиши керак булган коэффициентлар. 
Тенгликнинг унг кисмини умумий махражга келтириб, иккала 
кисмининг хам махражларини таш лаб юборсак:

15л:2 — 4х — 81 = Л  (х +  4) ( х — 1) +

+  В ( х - 3) (х — 1) +  С(х — 3) (х +  4).

а) Хусусий щийматлар усулининг  мазмуни шундаки, унда хосил 
булган айниятга х нинг хар хил (одатда махражнинг хакикий 
илдизлари) кийматлари куйилади. К аралаётган  мисолда бу 
куйидагича амалга оширилади:

х =  3 
х = — 4 
— х =  1

4 2 =  14Л, 
175 =  35В, 
7 0 =  — ЮС.

Хосил килинган тенгламалар системасидан А =  3, В =  5, С =  7. 
Шундай килиб,

п /  . 15*2— 4 х — 81 3 , 5 , 7
R ( X )  = (х  — 3) (дг +  4) ( х — 1) х  — 3 * +  4 х — 1

б) Номаълум коэффициентлар усулининг  мохияти шундаки, 
унда хосил булган айниятда х  нинг унгдаги ва чайдаги бир хил 
дараж алари  олдидаги коэффициентларни тенглаб, А,  В, С коэффи­
циентларни топиш учун тенгламалар системаси тузилади, яъни:

х 2: 15 =  Л +  В +  С,
х :
„о.

— 4 =  ЗЛ — 4В +  С,
-81 =  — 4Л +  З В — 12D.

Хосил булган тенгламалар системасини ечиб, Л =  3, В =  5, 
С =  7 эканини топамиз.

2 - м и с о л .  Ушбу рационал касрни содда касрлар йигиндисига 
ёйинг:

R ( x )  = -------- ---------  .
( x - l ) ( x + l )2
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Е ч и ш .  Тугри рационал касрни куйидагича ёямиз: 

х  А , В , СR (x )
(JC—1) (ДС+1)" х + 1

Бундан
х = А { х + \ ) 2 +  В { х - \ )  ( x + 1 ) + C ( j c — 1).

Коэффициентларни топиш учун юкорида баён килинган иккала 
усулдан х,ам биргаликда фойдаланамиз:

х  =  1 
х =  — 1 

х 2да

Системани ечсак, А = —, В  =

1 =  4 А,
-1 =  — 2 С, 
О =  А +  В.

— С = —4 ’ 2'
Демак,

R (x )  = -
( х — 1 ) ( * + 1 )2 4 ( х - 1 )  4 { х - \ )  2 { х + \ ) 2 ’

3- м и с о л. Куйидаги рационал касрни содда касрларга ёйинг:

R ( x )  =
х 4 +  4х3- - П х 2 + 1 2 х  +  8

( ^  +  2х  +  Ъ)2(х + \ )

Е ч и ш .  Рационал каср тугри касрдир, уни энг содда касрларга 
ёямич:

А
R (x )  =

х 4 +  4хл + \ \ х 2+ \ 2 х  +  % В х  С

(х2 - \ -2x- \ -3)2 ( х-{ - \ )  х + 1 х 2 +  2х  +  3
+

+-
D x  +  E

(>? +  2х +  3 ) 2 '
Ушбу
л:4 +  4х3+  11АГ2 + 1 2х  +  8 = А (х2 +  2 х + 3 ) 2 +

+  (Вх +  С) ( x + l ) ( x 2 +  2x +  3) +  (Dx +  E) ( х + 1 ) .

тенгликдан фойдаланиб номаълум коэффициентларни топиш учун 
тенгламалар системасини тузамиз:

х =  — 1 

х 4 да 

* 3 да 

х 2 да 
х  да

4 =  4Л,
I = А  +  В

4 =  4А +  2В +  С,

II =  10A +  3B +  3C +  D 

1 2 = 1 2 A + B  +  5C +  D +  E.

Тенгламалар системасини ечсак,
А =  1, В =  0, С =  О, 0 = 1 ,  Е =

204
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(x? +  2x  +  Z) 2 ( x + l )  * + >  (x? +  2x +  3)

6.3.3. Тугри рационал касрларни интеграллаш энг содда каср- 
ларни интеграллашга келтирилади.

1 г _Мх_ = А \п \х _ _ а \ + С ,
J х  — а

ТТ [ AdX = ______ d______  JL.C
J ( х ~ а ) к ( \ - k ) ( x - a ) k ~ ^

III. \  Ax +B dx  =  ̂ - \n \x2+ p x  +  q | +
J X  - \ -px- \ -q 1

+ (в - ^ ) ~ / - Г ге,* - Т 7 + с -
Y ~ t  V - t

IV

бунда

f ( A x + B ) d x  =  J4 f  (2x +  p ) d x  /  Лр \ f  d (*  +  2 )
(x 2 +  p x  +  q ) s 2 J  (_j2 j r p x j !_(jy  ^ 2 / J  p2

2
a 2= q — ^ - , /  =  д -+ у -  белгилашлар киритиб, иккинчи интеграл 

,  f  dt  „/ i==j - ^ 2^  2 ~ куринишга келтирилади ва у куйидаги рекуррент

формула ёрдамида топилади:

, t , 2  s — 3

2 (s — l ) a 2 (/2 -f-a2)s—1 2 ( s — l ) a 2

S 3jC_ J
—;-----------dx.

x? +  4x  +  8Е ч и ш .

-5-(2x—4) + 6 — 1

3 f  2x  — 4 f d x  _
~~2 ) X2 _ 4x +  8 dx  +  b )  x2_ 4x +  8 ~

3 , i 2 f  dx-
=  T  I n k  - 4jr +  8 | + 5 ^  4T2i  =

=  - |  ln| *’ - 4 j r  +  8 | +  -A arc tg  C.
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Зх+2----- dx.
(*2 +  2jc+ 10)2

3 (2ЛГ-+-2) — 3 +  2
Е ч и ш .  ^ —  Здс +  2-----  d x =  ^ —— 2------- -------- d x  —

J (jc +  2jc +  10) J (x + 2x +  10)

___ 3 f  (2jc +  2 ) rfjc _  f  dx  =  — ^ <1{x 2 +  2x + \ Q )  _

~  2 J (x2 +  2x: +  10)2 '  (x2 +  2x +  10)2 2 J (jc2 +  2j c+  10)2

_ f rf(x+l) =  _  3 1 /
J [ ( jc+  1 )2 +  32]2 2 лг2 +  2jc +  10 2’

Бунда / , =  ( — <*(*+ *).. s =  2, u =  x + \  ва a 2 =  9 деб белгилаб, 
J [ ( * + 1 ) + 3  f

юкоридаги рекуррент формуладан фойдаланамиз:

, ' > = S ^ ?  = ^ f e + (2-2- 3)/0 =

= T s ( ”7 ^ + S z + 9  ) = T i  ( " 5 + ? + Т агс1к т ) -

Узгарувчи x га кайтсак,

,  l /  х + 1 . 1  , х + 1 \

1 /  Х + \  . 1  , х + 1 \
“ т » ( 7 Т й Л Г  +  т агс‘*— )•

Шундай килиб,

f  ( 3 x + 2 ) d x  _____________3_________________ х + 1 __________

J (jc2 +  2x +  10)2 2(*2 +  2jc+ 10) 18 (л2 +  2jc +  10)
1 х ДС“}“ 1 , >->

54  ̂аГС S g Ь £  •

Qm (x)
6.3.4. р рационал касрни интеграллашдан олдин куйидаги

алгебраик алмаштиришлар ва хисоблашлар бажарилади:
а) берилган каср тугри каср эканини текшириш; агар каср 

нотугри булса, у холда унинг бутун кисмини ажратиш, яъни

Qm( x ) . > . Г( X)
= < / ( * )  +
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шаклга келтириш, бунда q( x )  — купхад, г (х ) эса тугри рационал

каср;
б) касрнинг махражи Р п( х ) ни (х — а ) к ва (х2- \ - p x - \ - q ) s кури­

нишдаги чизикли ва квадрат купайтувчиларга ажратиш 
(р2 — 4 ? < 0 ) ;

в) тугри рационал касрни энг содда касрлар йигиндисига ёйиш;
г) ёйилманинг коэффициентларини х,исоблаш.
6- м и с о л. Интегрални топинг: с

х 5+ 1

х4 —  8**+16
d x .

Е ч и ш .  Берилган рационал каср нотугри каср булганлиги учун 
унинг бутун кисмини аж ратамиз:

Демак,

х 5+ \

x5 - 8 x 3+ 1 6 x  

8х3 — 1 бдс +  1

*5+1

х 4 — 8 x 2 + 1 6

х 4 —  8 х 2 + ] &

8х  — 16х+  1 

х 4- 8 х 2 + 1 6

=  X- 8* — 16*+1 

( х - 2 ) 2 (х +  2 ) 2

Тугри касрни энг содда касрлар йигиндисига ёямиз:
8хл —  16х+1 

( х - 2 ) 2 ( х  +  2 ) 2

D

* - 2  ( х - 2 ) 2 х  +  2 (х +  2 ) 2

М ахраж лардан  кутулсак,

8х3— 16* +  1 = Л  (jc +  2 ) 2(jc — 2 ) +  f i (x  +  2 ) 2 +  
+  C ( x - 2 ) 2 ( x  +  2)  + D ( x - 2 ) 2.

Номаълум коэффициентларни топиш учун тенгламалар системаси­
ни тузамиз:

3 3 =  16 В,
— 31 =  16/)-,
8 = Л  +  С
0 =  2A +  B - 2 C  +  D.

х  =  2 

х =  — 2 

х 3 да

х 2да

Бу системани ечиб, коэффициентларни топамиз:

129
А = ^ ~  В = - ^  С-32 ’ 16’

D = -
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(х + 1  ) dx  

х 4 —  8 * 2 + 1 6  
31 \  
16

127
32

129
~~32~

(* +  2)
dx-

х  — 2

\—^ г 1п |х  — 2 |

( х - 2 У х +  2

33
32 16 (х — 2) +

129 l n | x - f 2 | 31
32 ' 16 (х +  2)

3- дарсхона топшириги 

Берилган аникмас интегралларни топинг:

+  С.

I. s х* — 3хг — З х - 2
dx. Ж : ( * + 1 Г In \ х \л

2. p f - 3; + 3 d x

3 ( х - 2 ) 2( х + 1 )
+ с .

х“ — 2х2 + ;

3. \- х3+1 з dx.  
х ( х — \ у

xdx

Ж : С 

Ж : С-

■ 1п- 1*Г
| х  — 11 '

(x - i y |х |

х3+ 1*■ 5

5- 5 /-2 , - , ow „2

Ж : С +  4 -In х2 — х + 1  . -^3I vu I — 1
6 -  + т - агс^ —

(х +  l ) d x

ч-

(х2 +  х +  2) (х + 4 х  +  5) 

dx

Ж : C +  ̂ a r c t g ^ ± !

( х + 1 )  (х2 +  х + 1 ) 2 '

Зд/7

Ж : С +  4 -ln

a rc tg (x  +  2 ).

(*+»Г
x2 +  x + l

х +  2

3 ( х 2 +  х + 1 )  3 д/ 3 

<?- мустащл иш

+

— arc tg  2х+*
V3 ‘

Аникмас интегралларни топинг:

1. Г 5х3+9х2- 2 2 х - 8 ^  ж . 5х +  \п х2{х +  2 ) * \ х - 2 \ 3+ С .  
J х — 4х

2- S dx

( х + 1 )  (х +  2 ) 2(х +  3 ) 3

dx

(х2 — 4х +  4) (х2 — 4х +  5)

Ж:
Эх2 +  50х +  68 

4 (х  +  2) (х +  3 ) 2
+

+  >

х — 2

( х + 1 ) ( х  +  2 ) 1Ь

(х +  3 ) 17
+  С.
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